Koolitus ,,Statistiline modelleerimine*

august, 2013

Avage R.

Paev 4

Lineaarsed mudelid: juhuslikud faktorid ja korduvad
mootmised.

1

Vaatame uht lihtsat katset — 4 erinevat sorti on kasvatatud erinevatel aastatel (2003-2007)
uurimaks saagikuse erinevusi.

Lugege R-i vastav andmestik:

saagikus=read.csv ("http://www.eau.ee/~ktanel/modelleerimise koolitus EMYs 2013/
saagikus.csv", sep=",",dec=".", header=TRUE)

1.1. Hinnake sordi mdju saagikusele tavalise lineaarse mudeli abil.

Sisestades (kopeerides) alljargnevad kéasud skriptiaknasse.

saak.model.l <- Ilm(saak ~ sort, data=saagikus)

summary (saak.model.l)

Osa tulemusest:

Coefficients:

[Intercept)
Sortsortz
ZOrt=0rti3
Zort=ortd

Estimate 32td.

3330.3 135.5 |
-556.0 191.6
-471.5 191.6
-152.5 191.6

24.554
—-2Z.902
-Z.461
-0.796

-

u]
u]
o

Error t walue Pri=|t]|]

Ze-1n
00413
01472
L2656

TEF

Sordi 1 keskmise saagikuse hinnang on 3330,3 standardhélbega 135,5. Sordi 2 saagikus on 556,0
vOrra madalam, sordi 3 saagikus 471,5 vdrra madalam ja sordi 4 saagikus 152,5 vGrra madalam.

95%-usaldusinetrvall 1. sordi saagikusele on leitav kdsuga

predict (saak.model.l, data.frame (sort="sortl"), interval="confidence")

fit

lwr upr

[1,] 3330.275 3063.121 3597.4Z9

95%-usaldusintervall 1. sordi keskvaartusele on 3063,1...3597.4.
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| 1.2,

Kisimus: millal me vGime teha Glaltoodud jareldusi erinevate sortide saagikuse kohta?

Vastus: kui saagikus ei s6ltu aastast, siis kehtivad tehtud jareldused mistahes aasta kohta; kui aga
saagikus aastati varieerub, siis vaid aastate 2003-2007 kohta.

Saagikuse jaotus eri aastatel

Saagikus

Muideks, tlal toodud joonis, mis kirjeldab saagikuse jaotust eri aastatel eeldusel, et saagikus
jaotub normaaljaotuse alusel, on saadud jargneva programmijupi abil.

attach (saagikus)
.x <- seq (1000, 5500, length=100)

plot(.x, dnorm(.x, mean=mean (saak[aasta==2005]),sd=sd(saakl[aasta==2005])),
xlab="Saagikus", ylab="", main="Saagikuse jaotus eri aastatel", lty=2, type="1",
yaxt:"n")

lines (.x, dnorm(.x, mean=mean (saak[aasta==2007]),sd=sd(saak[aasta==2007])),1ty=1)
lines (.x, dnorm(.x, mean=mean (saak[aasta==2004]),sd=sd(saak[aasta==2004])),1ty=3)
lines (.x, dnorm(.x, mean=mean (saak[aasta==2006]),sd=sd(saak[aasta==2006])),1ty=4)
lines (.x, dnorm(.x, mean=mean (saak[aasta==2003]),sd=sd(saak[aasta==2003])),1ty=5)

text (2900,0.0008, "2003", adj=c(l, 0.5))

text (1700,0.0007, "2004", adj=c(l, 0.5))
text (4700,0.0009, "2005", adj=c(l, 0.5))
text (4600,0.0007, "2006", adj=c(l, 0.5))
text (3450,0.0006, "2007", adj=c(l, 0.5))

remove (.Xx)

Uurimaks tdpsemalt, kui suur on aastatevaheline erinevus, sobitame andmetele keerukama
mudeli:

saak.model.2 <- Im(saak ~ sort + factor aasta, data=saagikus)

summary (saak.model.?2)
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Coefficients:

[Intercept)
sartsortz
sartsaorts3
sortsortd
factor sastazi0g
factor sastazZi0s
factor sastazZi06
factor sastaz0o0v?

Eztimate 3td.

2/z27.61

-556.
-471.
-15z
—-Z785.
1734.
1631.

375,

a3
17

.54

3g
=
35
39

ga.
ga.
ga.
ga.
9a.
9a.
9a.
9a.

Error

35
35
35
35
o
o
o
o

L wvalue

361
425
.345
.76E
L8377
.4345
.56
. 350

Prix|t|]
< Ze-16
1.02e-0%9
1.55e-07
0.079573
0.004470
< Ze-16
< Ze-16
0.000144

TEE

TEE

TEE

ww

TEE

TEE

TEE

Sordi 1 keskmine saagikus aastal 2003 on 2627,6. Samuti saame leida, et nditeks aastal 2007 on

sordi 4 keskmine saagikus 2627,6 — 152,5 + 375,4 = 2850,5.

Seega saame hinnata saagikust mistahes sordi ja mistahes andmetes esindatud vaatlusaasta korral.

Kuigi aastatevahelise erinevuse statistiline olulisus ilmneb juba k&su summary tulemusena
saadud efektide tabelist, vOib lisaks kdsuga Anova tellida ka testid faktorite mdjude omavahelise

erinevuse kohta:

Anova (saak.model.?2)

Fesponse: saak

Fezsiduals

> Anoval(saak.model.2)
Anova Table (Type II tests)

Sum 3g
Sort 10329545
factor aasta 143531439
359535332 192

Df F wvalue

3

13.355

4 12:2.091

Pri>F)

1.576e-10
< Z.2e-16

TEE

TEE

Nii sordi kui ka aasta mdju on statistiliselt olulised.

Kui nliid aga tahame prognoosida saagikust aastaks 2009, siis jadme janni — prognoosida kill
saab (vOttes saagikuseks naiteks katseaastate keskmise), aga prognoosi tdpsuse hindamiseks infot

pole.
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13, |

Lahendus: kasitleme vaadeldud aastaid kui juhuslikku valimit kdikmdeldavatest aastatest,
st et kasitleme tunnust ’aasta’ juhusliku faktorina.

Sellisel juhul eeldatakse, et aastate mgjud A; on normaaljaotusega suurused, A; ~ N(0,c2.,
et
— keskmine aasta mdju on 0 (keskmisest paremaid ja halvemaid aastaid on thepalju);

— kas jargmine aasta on hea voi halb, on juhuslik;
— 0aasta ON @asta mojude standardhélve

(et normaaljaotuse puhul jadb ~95% vaartustest vahemikku +2o, siis saab ka jargmise aasta
saagikuse prognoosimisi tapsuse osas konstateerida, et saagikus vOib varieeruda +20,asta PIires).

), st

. o . Eeldatav saagikuse jaotus, rohkem aastaid
Kdrvaloleva pildi joonistanud programm:

par (mfrow=c(2,1))
.y <- seq (500, 6000, length=100)

plot(.y, dnorm(.y, mean=mean (saak),
sd=sd(saak)), xlim=c(1000,5500),

xlab-"Saagikus", ylab="", 1000 2000 3000 4000 5000
main="Eeldatav saagikuse jaotus, Saagikus
rohkem aastaid", type="1",
ant:"n" )
remove (.y) Saagikuse jaotus 2003-2007
plot (density (saagikus$saak),
x1im=c(1000,5500), xlab="Saagikus",
ylab="", main="Saagikuse jaotus
2003-2007", yaxt="n")
par (mfrow=c(1l,1))
T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000
Saagikus

Taolise mudeli sobitamiseks on R-s erinevate moodulite koosseisus olemas mitmeid sobivaid
funktsioone.

Naiteks

library (nlme)
saak.model.3 <- Ilme(saak ~ sort, random=~1|factor aasta, data=saagikus)
summary (saak.model. 3)

vOi

library (1lmed)
saak.model.4 <- Imer (saak ~ sort + (l|factor aasta), data=saagikus)
summary (saak.model.4)
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= Neist esimene, lisapakett n1me funktsiooniga 1me, on R-i klassikaline vahend
segamudelite hindamiseks;

= teine lisapakett, 1me4 funktsiooniga 1mer, on aga uus ja arenev moodul, milles on hdlbus
arvesse votta suuremat arvu juhuslikke faktoreid ja mis vdimaldab sobitada segamudeleid ka
mittenormaaljaotusega tunnustele.

Samas ei pruugi keerulisemate mudelite parameetrite hindamisprotsess antud funktsiooniga
koonduda (paketi arendamine on alles pooleli).

Juhusliku faktori Kirjapilt kujul °1 | factor aasta’ tdhendab, et igale aastale hinnatakse oma
vabaliige (jaotusest A; ~ N(0,0%,.)).

Tulemused on mélemal juhul samad:

> librarv(nlme)

> Sumar vy (Saak.model.3)
Linear mixed-effects model f£fit by REHML
Data: saagikus
AT BIC logLik
Z2954.390 3004,.059 -1456.195

Fandom effects:
Formula: ~1 | factor aasta

[(Intercept] Residual
Scdbew: 945.53211) 432.7319

Fixed effects: saak ~ sort

¥ gaak.model.3 <- lmwe(saak ~ sort, randow=-~1|factor sasta, data=saagikus)

Value 3td.Error DF L-—wvalue p-wvalue
(Intercept]lSSSD.Z?E 42?.3882'192 T.T92156 0O.0000
SOrtsSorti -556.026 §6.5464 192 -6.424605 0.0000
SOrtsSorti3 -471.470 §6.5464 192 -5.447595 0.0000
ja Sortsortd -152.537 g6.5464 192 -1.762490 0.0796
> libhrary(lmed)
> saak.model.4 <- lmer (saak ~ sort + (1l|factor aasta), datassaagikus)

> summary(saak.model. d)
Linear mixed-effects mwodel f£fit by REML
Formula: saak ~ sort + (1 | factor asasta)
ata: saagikus
AIC EBIC logLik HMLdewviance RENLdeviance

2952 2999 -145¢6 3015 2972
Fandom effects:

Groups Name Variance 23td.Dewv.
factor aasta (Intercept) 834575 945,82
Fezidual 157257 432,73

hurber of okhs: 200, groups: factor aasta, S

Fixed effectz:
Eztimate 3td. Error € wvalue

{Intercept) | 3330.25 4z7.39 | 7.79z2
ZOortsorts -556.03 S6.55 -6.42%5
ZOrtsortsd -371.47 g6.55 -5.448
Zortsortd -152.54 g6.525 -1.762
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= Sordi 1 saagikus on 3330,3, mis on sarnane eelnevalt leituga, kull on margatavalt suurem
saadud hinnangu standardhalve — 427,4 (vrd mudeli saak.model .1 valjundiga Ik. 1 I6pus).
Suurema standardvea p8hjus on selles, et ptitiame modelleerida mérksa tldisemat olukorda

(5 konkreetse aasta asemel mistahes aastate saagikust). St, et 3330,3 on sordi 1 keskmise
saagikuse hinnanguks mistahes aastatel, mitte ainult aastail 2002-2007, nagu esimese mudeli
korral.

= Aastate mdjude hinnanguid erinevalt aastat fikseeritud faktorina kasitlenud mudeli
kokkuvottest (vt summary (saak.model.2) Ik 3alguses)enam vaikimisi vélja ei trukita.
Pdhjuseks asjaolu, et ega meile nende konkreetsete katseaastate erinevus nii vaga huvi pakugi,
pigem on vaja hinnata, kuivord saagikus erinevatel aastatel Gldse erineda voib (seda moddab
aasta mojude dispersioon (voi standardhalve)).

Antud juhul on aasta mdjude standardhélbe hinnanguks 945,8 (vt eelmine Ik).

Seega on halvematel aastatel saagikus keskmisest saagikusest umbes 2x945,8 = 1891,6 vorra
vaiksem, parematel aastatel suurem (vastavalt normaaljaotuse omadustele peaks ~2,5%
kehvemaid aastaid olema keskmisest saagikusest 2Xoaasta VOIra véiksema saagikusega, sama
kehtib ka paremate aastate kohta).

Sedavord suur kGikumine on tingitud vaadeldud aastate véga suurest erinevusest.

= Siiski on funktsiooni 1mer abil konstrueeritud mudelist lisak&suga
ranef (saak.model.4)

tellitavad andmetes esindatud aastate juhuslike m&jude prognoosid (ranef tdhendab ,,random effect*):

[Intercept)
Z003 -689,00535
Z004 -975.9346
Z005 1076.4546
Z006 924,.0540
Z007 -325.5657

Kdrvutades saadud arve fikseeritud aastaefektide hinnangutega mudelist saak .model .2 (vt
kdsu summary tulemust Ik. 3 alguses), ilmneb, et aastate vaheline erinevus on pisut vahenenud.
Kaésitledes aastat fikseeritud faktorina, on nditeks aastate 2005 ja 2004 vaheline erinevus
1784,75 — (-278,38) = 2063,13;

kéasitledes aastat aga juhuslikuna, on sama erinevus 1076,46 — (-975,93) = 2052,39.

Pdhjuseks jallegi aastat juhuslikuna késitleva mudeli tldisem olemus; véhem téhelepanu
pOoratakse konkreetsete aastate vahelistele erinevustele, pigem késitletakse neid erinevusi
juhuslikena, mistap on tulemuseks ka véiksemad hinnangud.

= Kasu 1me abil konstrueeritud mudelist saab aga lisaké&suga
predict (saak.model.3, data.frame (sort=c("sortl","sortl"), factor aasta=2004:2005),level=0:1)

leida sordi 1 saagikuse prognoosid suvaliseks aastaks (1eve1=0) ja hinnangud konkreetsete
andmetes esindatud aastate (1eve1=1) saagikustele:

factor sasta predict.fixed predict.factor assta
1 Z004 3330.275 2354.341
2 2005 3330.275 4406.730

Keskmise saagikuse prognoos ule kdigi aastate on 3330,275, hinnang aasta 2004 saagikusele on
3330,275 — 975,9346 = 2354,341 (— 975,9346 on aasta 2004 mdju prognoos, vt eelmine tabel).

Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/ 6
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1.4. Tegelikult on eelnev mudel sama, kui korduvmad

otmiste mudel!

Vaikimisi eeldatakse Gldiste linaarsete mudelite puhul,

erinevate vaatluste vaheline kovariatsioon (ja seega ka

et kdik vaatlused on s6ltumatud, st et
korrelatsioon) on null. Kui aga osa

vaatlusi on teostatud samadel indiviididel/objektidel (pdldudel/aastatel/jne), siis on ju loomulik
eeldada, et need md6tmised on omavahel seotud ja nende vaheline kovariatsioon ei ole null.

Korduvmddtmiste mudelid puitiavadki seda sarnaste vaatluste seotust arvesse votta. L&henemisi
on siin mitmeid, tdnapéeval on ehk levinuim plid modelleerida teatud vaatluste vahelist
sarnasust vaatluste sobivalt defineeritud kovariatsioonimaatriksi kaudu.

Lihtsaim variant sarnaste vaatluste vahelise seotuse modelleerimisest on eeldada, et kdigi
samadel indiviididel/objektidel sooritatud m&dtmiste vahel on tihesugune korrelatsioon.

Antud Ulesande kontekstis vOiks siis eeldada, et kdik s

amal aastal sooritatud mddtmised on tanu

samal aastal valitsenud sarnastele tingimustele omavahel seotud, kusjuures korrelatsioon kdigi
aastal 2003 sooritatud mdotmiste vahel on p, nagu ka koigi aastal 2004 sooritatud modtmiste

vahel jne.

Taolise mudeli andmetele sobitamiseks on kasutatav p
kujul:

saak.model.lK = gls(saak ~ sort, data=saagikus,
summary (saak.model . 1K)

aketis n1me sisalduv funktsioon gls

correlation=corCompSymm (form=~1|aasta))

> saak.model. 1K gls(saak ~ sort, data=saa
 osuminary (Saak.model. 1K)
Generalized least sgquares fit by REML
Model: saak ~ sort
Data: saagikus
ATC BIC logLik
2954,.39 3004.052 -1456,.195

Correlation 3tructure: Compo

Formuala: ~1 | asasta
Parameter estim

Eho
0.5269079

Coefficients:

Value S3td.Error t—wvalue p-
[Intercept) 3330.275 427.3882 | 7.792157 O
BoOrtsorts -5EE.0Z26 S6.5464 | -6.424605 O
EOrtsorts -471.470 S6.5464 |-5.447595 O
Sortsortd -152.537 S6.5464 |-1.762490 O
Correlation:
[Intr) srtsr2 srtsr3
sortsortZ -0.101
sortsort3 -0.101 0.500
sort=ortd4 -0.101 0.500 0O.500
Jtandardized residuals:
Min 21 Med Q3
-1.8191693 -0.75122531 -0.1434760 0.8538539
Beszidual standard error: 1040.113

Degrees of freedomw: 200 total: 196 residual

gikus,

na.a

Korrelatsioon samal
aastal sooritatud
modtmiste vahel on
0,83.

Mudeli parameetrite
hinnangud ja nende

— standardvead on
identsed juhusliku
aastamdjuga mude-
leist hinnatutega.

walue
.Qooo
.Qooo
.Qooo
0795
HMax
1.8480468
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Né&itemaks, et juhuslikku aastamdju sisaldanud mudel on tegelikult identne samal aastal soorita-

tud modtmisi korduvate mddtmistena modelleeerinud mudeliga, tuleb esmalt tddeda, et aasta
mdjude dispersioon var(A;) = o’ kujutab enesest ka samal aastal sooritatud maétmiste
vahelist kovariatsiooni. Et iga Uksiku m&dtmise koguvarieeruvus avaldub juhusliku aasta moju
korral dispersioonikomponentide summana kujul o2, =02, + 0’ » PE2D samal aastal

aasta residual ?

sooritatud mdotmiste vaheline korrelatsioon esituma vastavalt korrelatsioonikordaja
definitsioonile kujul

2
O aasta

P= 2 2 *xf 2 2 )
(O-aasta + Gresidual) (Gaasta + O-residual)

Pannes sellesse valemisse juhuslikku aastamdju sisaldanud mudelist (mudelid saak.model.3 ja
saak.model . 4) hinnatud dispersioonikomponentide véaartused, saame
894578 0,827,

p =
\/ (894578 +187257) * (894578 + 187257)
mis on identne viimatise korduvm®adtmiste mudelist hinnatud korrelatsiooniga.

| 15.

Aga p6ld? Nimelt oli katse jaoks valja valitud 10 p6llulappi, kus erinevatel aastatel on erinevaid
sorte proovitud. Jareldusi sortide saagikuse kohta oleks aga kena teha mitte ainult nende 10
konkreetse pollu tarvis ... Loomulikult peaks siis ka pdld olema juhuslik faktor.

saak.model.5 <- Imer (saak ~ sort + (1l|factor aasta) + (1|p6ld), data=saagikus)
summary (saak.model.b)

» gaak.model.5 <- lmer (saak ~ sort + (1|factor _assta) + (1| péld), datassaagikus)
> summary (saak.model. 5)
Linear mixed-effects model f£it by REMNL
Formula: saak ~ sort + (1 | factor aasta) + (1 | p6Ald)
Data: saagikus
ATC EBIC logLik MLdeviance REMLdeviance

25899 2919 -1443 2931 2887
Fandom effects:

Groups Name Variance 3td.Dewv.
peld [Intercept) S7I62 296.55
factor _aasta (Intercept] 896639 946.91
Fesidual 104793 323.7:2

number of obhs: 200, groups: peld, 10; factor aasta, 5

Fiwed effects:
Estimate 3td. Error t© walue

[Intercept) 3330.28 436,14 T.636
sortsort -556.03 64,74 -—-5.588
sortsortd -471.47 64,74 -T.ZE82
sortsortd -152.54 64,74 -—-Z.356

Juhuslike faktorite mdjude dispersioonide suhe nditab konkreetse faktori osa uuritava tunnuse
koguvarieeruvuses.

Hinnang uuritava tunnuse kogudispersioonile avaldub summana
o’ +o’ = 87962 + 896639 + 104793 = 1089397 .

saak residual

2 2
- Gp6|d + O aasta

Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/ 8
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Aasta moju osakaal koguvarieeruvusest on
o’ 896639 0

aasta

o2, 1089397
ja pdllu mdju osakaal koguvarieeruvusest
2
fo
= = 87962__ 5 g1
o, 1089397

saak

Seega on antud juhul aasta moju ligikaudu 10 korda suurem, kui pdllu moju.

Kui te vahepeal (nditeks lehekiljel 2 paikneva joonise tegemisel) kasutasite kasku
attach (saagikus)

siis niitd, antud andmestikuga t60 16puks, tuleb rakendada ka kéasku
detach (saagikus)

PS. |

Tegelikult on analiiisitud andmete néol tegu etteantud skeemi alusel arvuti poolt genereeritud
juhuslike andmetega. Soovi ja huvi korral vdite lasta R-1 genereerida uue samade tunnustega
andmestiku (néiteks nimega ’saagikus2’), rakendada kasutatud mudeleid uuele andmestikule ja
plida aru saada analtitiside tulemustest.

Andmeid genereeriv programm:

p6ld <_ rep(c("pl","p2","p3","p4","p5","p6","p7","p8","p9","p10"),C(20,20,20,20,20,20,20,20,20,20))
aasta <- rep(c(rep(2003,4),rep(2004,4),rep(2005,4),rep(2006,4),rep(2007,4)),10)
sort <- rep(c("sortl","sort2","sort3","sortd4"),50)

p6lluefekt <- ¢ (50+300*rnorm(20),-50+300*rnorm(20),0+300*rnorm(20),100+300*rnorm(20),
-100+300*rnorm(20) ,300+300*rnorm(20) ,-300+300*rnorm(20) ,500+300*rnorm (20),
-500+300*rnorm (20),70+300*rnorm (20))

saagikus <- data.frame (p6ld,aasta,sort,p6lluefekt)

saagikus$saak <- 3250+saagikus$pb6lluefekt
saagikus$Saastaefekt <- 0
saagikus$Saastaefekt[aasta==2003] <- -700+600*rnorm (1)
saagikus$Saastaefekt[aasta==2004] <- 50+400*rnorm (1)
saagikusS$Saastaefekt[aasta==2005] <- 500+310*rnorm(1)
saagikusSaastaefekt[aasta==2006] <- 1300+450*rnorm(1)
saagikus$Saastaefekt[aasta==2007] <- -300+170*rnorm (1)
saagikus$sordiefekt <- 0
saagikusS$sordiefekt[sort=="sort2"] <- -500
saagikusS$sordiefekt[sort=="sort3"] <- -350
saagikus$sordiefekt[sort=="sortd"] <- -75

saagikusS$saak <- saagikus$saak + saagikusSaastaefekt + saagikus$Ssordiefekt

saagikus$factor aasta <- as.factor (saagikusS$aasta)

Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/ 9



Koolitus ,,Statistiline modelleerimine* august, 2013

2 |
Lugege R-i andmestik

vasikas=read.csv ("http://www.eau.ee/~ktanel/modelleerimise koolitus EMYs 2013/
vasikas.csv",sep=",",dec=".", header=TRUE)

Tegu on 55 vasika kehamassidega, mis on méaratud vanuses 0 kuni 857 paeva keskmise
intervalliga 43 paeva. Vaja oleks hinnata vasikate kasvuk&verad ning kehamassid 700 péeva
vanuses.

Kui igat vasikat oleks kaalutud t&pselt 100-paevaste vahedega (vanuses 0 péeva, 100 péeva jne)
vahemalt 700.-nda paevani valja, voiks arvutada iga taolise ajamomendi tarvis vasikate
kehamasside keskmise ning esitada saadud keskmisi Gihendava joone kasvukdverana.

Aga mida teha siis, kui
1. vasikaid ei ole kaalutud samadel vanustel;
2. osasid vasikaid on kaalutud pikema, osasid lihema aja jooksul;
3. soovime kasvukdverat interpoleerida mingi vanuse jaoks ka neile vasikatele, kellel sellest
perioodist veel massi pole;
4. leidub Oksikuid kahtlaseid vaartuseid, mis v@ivad vaid Uihe looma tarvis vélja joonistatud
kdverale absurdse kuju anda?

Lahenduseks on hinnata kasvukoéver iga vasika tarvis kasitledes vasika-spetsiifilisi efekte
juhuslikena. St, et Ule kdigi vasikate hinnatakse fikseeritud kdver ning sellele lisaks iga vasika
kohta juhuslik kdrvalekalle fikseeritud kdverast. Inglise keeles nimetatakse taolist

mudelit ’random regression model’ v&i *random coefficient model” voi ....

2.1. |

Andmetest esmase (levaate saamiseks vdib valja joonistada hajuvusdiagrammi. Naiteks k&suga

plot (vasikasS$vanus, vasikasS$Smass)

vasikas$mass
100 200 300 400 500 600

. ~ - . 0 200 400 600 800
Joonise alusel vdiks proovida

vasikate kehamassi muutumist vasikas$vanus
modelleerida kuuppoliinoomiga:

massi = b0 + blxvanus; + b2x(vanus;j)? + b3x(vanus;)® + b0; + blixvanus; + b2ix(vanus;)* + b3ix(vanus;)*
~— S S— -

fikseeritud kasvukover ule kdigi vasikate i.-nda vasika spetsiifiline kasvukover

Vasika-spetsiifilised juhuslikud regressioonikordajad eeldatakse jaotuvat vastavalt
normaaljaotusele: b0, ~ N(0,5%,), b, ~ N(0,57,), b2, ~ N(0,52,) ja b3, ~ N(0,5%,) .

Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/ 10
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Taolist juhuslike regressioonikordajatega mudelit vdib R’is andmetele sobitada nii kdsuga 1me
kui ka késuga 1mer.

Nagu ikka, on nende kaskude siintaksid pisut erinevad, kuid tunnuse nime 1 oom kirjutamine
pustkriipsu jarele tdhendab mdélemal juhul, et igale loomale tuleb hinnata erinevad
regressioonikordajad ja seelébi ka oma kasvukdver.

vasikas.model.la <- lme (mass ~ vanus+I (vanus”2)+I (vanus”3),
random=~1+vanus+I (vanus”2) +I (vanus”3) | loom, data=vasikas)

summary (vasikas.model.la)

coef (vasikas.model.la)

VoI

vasikas.model.lb <- lmer (mass ~ l+vanus+I (vanus”2)+I (vanus”™3) +
(1+vanus+I (vanus”2) +I (vanus”3) | loom), data=vasikas)

summary (vasikas.model. 1b)

Késk summary véljastab mdlemal juhul olulisemad tulemused, lisaks vGimaldab ké&sk coe f
valja triikkida kdigile vasikatele omased regressiooniv@rrandi parameetrid.

» Ké&su 1me tulemustest hakkab silma, et juhuslike regressioonikordajate varieeruvus on véga
viike, eriti poltinoomi ruut- ja kuupliikme kordajail. Uhelt poolt vdib see viidata antud
parameetrite suhtelisele sarnasusele erinevatel loomadel. Teine ja praegusel juhul peap6hjus on
aga hinnatavate regressioonikordajate eneste (vt fikseeritud regr. kordajate hinnanguid) vaga
vaikesed vaartused (tuleb ju kuupliikmele vastavat kordajat korrutada kaalumisvanuse kuubiga,
st et vastav argument voib

omada vaartuseid 0-st Random effects:

7003:3430000001ﬂ,__ Formwula: ~1 + wanus + ;(?anus*za T Ii{vanus"3) | loom

SJtructure: General positive-definite, Log-Cholesky pa
Hinnatud parameetrite Stdbew Corr
tahendus. (Intercept) | 4.304048e+00| (Intr) wanus I(v*Z)

. RS 5.8989510e-02| 0.853
Naiteks I{wvanuz*2) |2.714711e-05 -0.800 -0.560
—?r“— ezidual 2.091722e=401
b3. ~ N[0; (0,0000000638)] .
Fixed effects: mass ~ wvanus + I(vanus"Z) + I(wvanus*3)

Fikseeritud Value 3td.Error DF t—wvalue p-wvalue
L . {Intercept)|22.093326|2.0785240 230 10.62933 !
ngressm?jnlkordajate anus 1.2462583 [0.0267173 930  46.64607 !
Innangu Tvanus"2T® -0.002217 |0. 0000756 930 —29.31386 o
I{wvanus*3) | 0.000002 |0.0000001 930 27.55055 !
» Ké&su 1mer rakendamine E——
I6ppeb aga hoopis veateatega:
[55] EREREOR: Downdated E'X is not positive definite, 4.
Vi siis valjastab R kiill mingid hinnangud, aga teadete aknas seisab info hindamisprotsessi
mittekoondumisest, Messages
miStap ei ole ka ‘[19] WARNING: Warning in mer finalize(ans) : false convergence (8)
valjastatud mudeli
parameetrite hinnangud ilmselgelt andmetega sobivaimad.
IImselt on sobitatud mudel antud andmete ja funktsiooni 1mer tarvis pisut liiga keeruline.
Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/ 11
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2.2. |

See, et késu 1me tulemusena saadud hinnang vasika-spetsiifilise kdvera kuupliikme
varieeruvusele peaaegu 0 tuli, vihjab olukorrale, et erinevate vasikate kasvukdverate kuupliikme
poolt méaratud osad on peaaegu thesugused (b3; =~ 0, Vi).

Sestap vOiks jargnevalt sobitada andmetele ilma juhusliku vasika-spetsiifilise kuupliikmeta
mudelit.

vasikas.model.2a <- 1lme (mass ~ vanus+I (vanus”2)+I (vanus”3),
random=~1+4+vanus+I (vanus”2) |loom, data=vasikas)

summary (vasikas.model.2a)

Random effects:

Formula: ~1 + wanus + I{wvanus"*2Z) | loom
Structure: General positive-definite, Log-Cholesky ps
atdlew Corr

[ Intercept) |4.047655e400| (Intr) wanus
VANUS 9.137866e-02( 0.544

I (wvanus*z) 1.10546%7=-04( -0.737 -0.900
Residual 2.092328e+01

Sedakorda ei teki mudeli
paﬁuneevhefﬂndanﬂsega Fixed effects: mass ~ wanus + I(vanus"2) + I({vanus*3)

probleeme ei funktsioonil Value Ztd.Error DF t-wvalue p-wvalue
1me ega Ka funktsioonil (Intercept) [22.084254|2.0686171 930 10.67585 0
wanus 1.246706 L267685 930 46.57361

lmer.

] ]
I({vanus*2) |-0.002219(0.0000757 230 -29.32490 ]
I (wvanus"*3) 0.000002 (0.0000001 9230 2Z258.00254 ]

Funktsiooni 1mer voite
ise kirja panna. Tulemus:

> wvasikas.model.Zh <- lmer (mass ~ l+vanus+I (vanus"2)+I (vanus*3) + [l+vanus+I (vanus*2) | loom), data=vazikas)

> summaryivasikas.model. 2h)

Linear mixed model fit by REML

Formula: mass ~ 1 + wvanus + Ii(vanus"2) + I{vanus"3) + (1 + wvanus + I{vanuz*Z) | loom)
DIata: wvasikas
ATC BIC logLik dewviance REMLdew

9117 9171 -4547 9038 Q085
Bandom effects:
Groups Name Variance Ztd.Dewv. Corr
loom [Intercept) 1.4631e+01 3.85250e+00
VENUS 8.0842e-03 8.9912e=-02| 1.000
I (wvanus*z] 1.1587e-08 1.0764e-04|-0.901 -0.901
Residual 4,3926e+02 2.0959=+01

Murmber of ohs: 985, groups: loom, 55

Fixed effects:
Estimate Std. Error t wvalue

[Intercept) 2.209=+01| 2.064=+4+00 10.70
RIS 1.247e+00| 2.&70e-02 46,69
[({vanus"2) -2Z.219=-03| 7.562Z2e-05 -29.34
[ (wvanus™3) 1.798e-06| 6.419e-08 Z5.01

Nagu naha, on juhuslike efektide varieeruvuse hinnagud pisut erinevad — nditeks loomaspetsiifi-
liste kGverate vabaliikmete varieeruvuseks hindas funktsioon 1me Guome = (4:048)° ja funkt-
sioon 1mer OA_SO,Imer =(3,825)", See, et erinevad funktsioonid ja/voi arvutiprogrammid annavad
tulemuseks pisut erinevad parameetrite hinnangud, on keerulisemate mudelite puhul loomulik,
sest kasutatakse erinevaid hindamisalgoritme ja ei ole vdimalik tapselt leida, millise parameerite
kombinatsiooniga mudel andmetele kbige paremini vastab (R-i puhul loetakse funktsiooni 1mer
hinnanguid pisut tdpsemaiks, samas, nagu oli eelnevaltki ndha, ei pruugi funktsiooni 1mer
kasutatav algoritm alati koonduda).

Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/ 12
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= Igaks juhuks vdib taiendavalt testida, ega uus mudel vasikate kehamassi muutusi kehvemini
modelleeri, kui esimene, juhuslikku kuupliiget sisaldanud mudel:

anova (vasikas.model.la,vasikas.model.2a)

> anovalivasikas.wodel.la,vasikas.model.Za)

Model df LTC EIC logLik Teat L.Ratio p-wvalue
vasikas.model. la 1 15 9124,785 9198.160 —-4547,393
vasikas.model.Za 2 11 9117.097 9170.905 —-4547.549 1 = 2 0.3117441 o.9s9

Jareldus: esimest mudelit ei ole mingit alust lugeda teisest paremaks (p = 0,989 > 0,05). Seega
piisab, kui hinnata koigi vasikate kasvukdveraile Ghine kuupliikme kordaja.

Mudelite vordlemise véljund sisaldab ka keerukamate mudelite vérdlemisel sageli kasutatavate
kordajate AIC (Akaike informatsioonikriteerium) ja BIC (Bayesi informatsioonikriteerium)
vadrtuseid. Need kordajad ei testi mudelite vahelise erinevuse statistilist olulisust vaid Uksnes
kirjeldavad seda, s6ltuvad nad tihelt poolt sellest, kui hasti mudel andmetele vastab, ja teiselt
poolt mudeli keerukusest. Samas on nad kasutatavad ka siis, kui tavaline tdeparasuhte test (LR-
test) seda ei ole (viimase puhul on eelduseks vorreldavate mudelite allutatus, samuti vdivad
probleeme tekitada juhuslikud faktorid). Andmetele vastab paremini see mudel, millele vastavad
AIC-i ja BIC-i vaartused on vaiksemad.

Antud juhul on nii AIC kui ka BIC vaiksemad mudeli 2 (juhusliku kuupliikmeta mudeli) puhul,
mis on veelkordne tdend teise mudeli paremusest.

2.3.

Aga, kas ruutliikme kordajat on mdtet igale vasikale eraldi hinnata. Ehk teisisénu, kas
erinevatele vasikatele hinnatud ruutliikme kordajate varieeruvust on pdhjust 0-st erinevaks
lugeda?

Vaatame jargi. Sobitame oma andmetele mudeli ka ilma juhusliku ruutliikmeta:

vasikas.model.3a <- 1lme (mass ~ vanus+I (vanus”2)+I (vanus”3),
random=~1+vanus|loom, data=vasikas)

summary (vasikas.model.3a)

Random effectz:

Formnula: ~1 + wvanus | loom

SJtructure: General positive-definite, Log-Cholesky ps
Vaérreldes mudelite 2 ja 3 stdbev Corr

[Intercept) (11.606596171 ) (Intr)

valjundeid hakkab silma, et
vasika-spetsiifilise ruutliikme
mudelist vélja jatmine toi

kaasa juhuslike vabaliikmet

0.03766962 |0.228
£21.71352004

Fixed effects: mass ~ wvanus + I(vanus"Z) + I(vanus*3)

Vaﬂeeruvusepeaaegu Value 2td.Error DF L-—wvalue p-value
3-kordse suurenepse {Intercept) 21.649331 2.5935096 930  5.34750 o
(4,05 vs 11,61). vanus 1.255950 0.02496587 930 50.30091 o

I{vanus"Z) -0.002256 0.0000756 930 -29.55199 o
Seega hinnates kdigi vasikate |I {vanus"3) 0.000002 0.0000001 930 28.33955 0

kasvukdveratele ka (hise
ruutliikme kordaja, pitiab mudel vasikate erinevat kasvamist modelleerida, paigutades kdverate
alguspunktid Uksteisest kaugemale.

Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/ 13
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= Kas selline tegevus ka piisavalt edukas on? Testime.

> anoval(vasikas.model.3a,vasikas.model. 2a)
Model df ATC BIC
vasikas.wodel. 3a 1

vasikas.model.Za

logLik
8 9150.985 9190.121 -45467.494
2 11 9117.097 92170.905 -4547.549 1 w= 2 39.39047

Tes=t

L.Ratio p-walue

<.0001

Ega ikka ei ole kiill. Keerulisem mudel (mudel 2) modelleerib vasikate kasvamist statistiliselt

oluliselt paremini, kui lihtsam mudel (mudel 3), p <0,0001. Ka AIC-i ja BIC-i vaatused on

mudeli 2 puhul vaiksemad.

= Seega vOiks vasikate kasvukdveraid modelleerida 3. jarku polinoomiga, kus igale vasikale i
on hinnatud individuaalsed mudeli vabaliige ning lineaar- ja ruutliikme kordajad:

mass; = (b0+b0;),+ (b1+blj)xvanus; + (b2+b2;)x(vanus;)* + b
Y Y

-§~§‘-_‘-§~§‘“_““-~ £ o odel.z) ‘\\\\\\\\\\*zr;
é‘cﬂETéEEEEEEﬁtT~>» A I {wanus Ij{wanus"*3)
2 2 2 ZeFr» 19.22594 1.189462 -0.002115887 1.797621e-06
boi - N(Oa Gb0)1 b1| - N(Olabl)a b2. - N(Oa O-bz) + |2685 17.18089 1.150321 -0.002152235 1.797621e-08
ZB56 Z2.67005 1.277953 -0.002257691 1.797621e-06
2657 Z4,.80621 1.313947 -0.002217329 1.797621e-06
2655 21.22402 1.238332 -0.002257055 1.797621e-06
2689 23.64002 1.279134 -0.002217506 1.797621e-06
2630 25.88165 1.334806 -0.002291937 1.797621e-06
2691 24.04751 1.25885894 -0.002278265 1.797621e-006
2693 19.93963 1.194:2Z71 -0.002166115 1.797621e-08
2695 17.62261 1.140073 -0.002120251 1.797621e-08
2696 Z6.56:294 1.362341 -0.002379E84 1.797621e-06
= ] 14 72047 4 OfCQOC | I i el I L L X B WS

2.4.

Kuidas need kdverad valja ndevad?

x=rep (seq(0,800,2),

length (unique (vasikasS$loom)))

y=predict (vasikas.model.2a, data.frame (vanus=x,loom=unique (vasikas$loom)),level=1)

kg")

plot(x, y, cex=0.1, xlab="Vanus",

lines (rep (seq(0,800,1)),

ylab="Mass,

predict (vasikas.model.?a, data.frame (vanus=rep (seq(0,800,1))),level=0),lwd=2, col="red")

selle kdsuga on mudelist hinnatud keskmised kehamassid vanuste 0-800 paeva tarvis

400 500 600
| | |

Mass, kg
300
l

100
|

a 200

400

Vanus

500

800
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2.5.

Aga isa moju?

Andmestikus on 8 erineva pulli jarglaseid. Kas erinevate isade jarglaste kasvukdverad on
erinevad?

Arvestades, et isade mdju saab tdéhendada vaid jarglastele parandatud geenide méju (miks?) ning
viimane on iga jarglase puhul erinev (iga jarglane saab kull pooled isa geenidest, aga millised
tapselt ja millistes kombinatsioonides, on juhuslik), on loomulik kasitleda ka isa mdju
juhuslikuna.

Funktsioon 1me ei vBimalda sobitada andmetele mitme juhusliku faktoriga mudelit. Sestap on
ainuke variant kasutada funktsiooni 1mer.

= Esmalt voiks mudelile 2 lisada ka isa-spetsiifilise ruutpoliinoomi (et tksikute loomade
kasvukoverate eripdra modelleerimiseks oli vaja ruutpoliinoomi, vdiks arvata, et ehk ilmnevad
samalaadsed erinevused ka isade vahel). Andmetele on seega vaja sobitada jargnevat mudeli:

mass;j = isa i jarglase j kehamass =
b0 + blxvanus;j + b2x(vanus;)* + b3x(vanus;;)® + fikseeritud kasvukover Ule koigi vasikate +
bO; + blixvanus;j + b2;x(vanus;)® + I.-nda isa spetsiifiline kasvukdver +
b0;; + bljxvanus; + b2in(VanUSij)2 i.-nda isa j.-nda jarglase spetsiifiline kasvukover

Oieti tahendavad isa- ja vasika-spetsiifilised parameetrid toodud mudelis erinevusi keskmisest
(fikseeritud) kdverast.

Vastavalt juhuslike efektide olemusele eeldatakse nii isa- kui ka vasika-spetsiifiliste juhuslike
regressioonikordajate jaotumist vastavalt normaaljaotusele (mida see sisuliselt téhendab?):

b0, ~ N(0,6%4),bL, ~ N (0,625 ),b2, ~ N(0,05%,5),b0, ~ N(0,63),b1, ~ N(0,6%) ja b2, ~N(0,63,).

Vastava mudeli R-s rakendamiseks:

vasikas.model.4 <- lmer (mass ~ l+vanus+I (vanus”2)+I (vanus”3) +
(1+vanus+I (vanus”2) | loom) + (l+vanus+I (vanus”?) |isa), data=vasikas)

summary (vasikas.model.4)

Tulemus:
Linear mixed model fit by EENL
Formula: mwass ~ 1 + vanus + I{wvanus"2] + I{wvanus"3) + (1 + wanus + I(vanus*zZ] | loom] + (1 + wvanus + I(wvanus"ZzZ) | i=a)

Data: wvasikas

AIC BIC loglLik deviance REMLdev Juhuslike looma- ja isa-spetsiifiliste
9127 9210 -4546 S037 S093 - - - - - .-
Bandom effects: / regressioonikordajate dispersioonid ja

Groups  Name Variance Std.Dev. Corr standardhélbed.
loom [Intercept) 1.939%7=2+01 4.4042e+00
vanus 7.893%9e-03 8.8848e-02 0.360 . - - Rt T - -
Ij{vanus"2) 1.269%9e-08 1.126%e-04 -0.570 -0.5909 Uks asi, mIS_ antuq an?IUUﬂ Va_I_JL_m_d|St silma
isa {Intercepr) 1.3258e+01 3.6412e+00 j hakkab, on juhuslike isa-spetsiifiliste
vanus l1.68226e-03 4.0282Ze-02 |-1.000 H H H
I{vanus*z) 1.6091e-09 4.0114=-05| 1.000 -1.000 kordajate makSImaaIne korre”eerltus'
Fezidual 4.36842e+02 2.08%91e+01 - - -
mber of obs: 985, growps: leom, 55: ise, 8 See, et erinevate parameetrite hinnangud on

omavahel seotud, on loomulik, sest
hinnatakse nad ju kdik koos kompleksselt.

Fixed effects:
Eztimate 3td. Error t walue

{Intercept) 2.148e+01 2.639e400  8.14 Aga absoluutvéértuselt tihega vorduvad isa-
vanus 1.253=400  3.2062-02  35.09 spetsiifiliste regressionikordajate hinnangute
I{wanus"2) -2.226e-03 7.784e-05 -285.60 . . . .

I{vanus*3) 1.798e-06 6.424e-08  27.99 vahelised korrelatsioonikordajad on enam

kui kahtlased.

Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/ 15
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Absoluutvaartuselt Ghega vorduvad korrelatsioonikordajad nditavad, et mistahes isa-spetsiifilise
kordaja alusel on tapselt vélja arvutatavad ka teised samale isale vastavad kordajad — ehk siis isa
moju kirjeldamiseks piisab vaid Uhest parameetrist.

= Seega vOiks jargnevalt pulda andmetele sobitada vaid isa-spetsiifilisi vabaliikmeid sisaldavat
mudelit (st, et pltame kodigi loomade keskmise kasvuk@vera hinnata kuuppoliinoomina,
modelleerida iga isa jarglaste keskmist erinevust sellest lihtsalt vertikaalse nihkena ules- voi
allapoole ning viimaks modelleerida vasikaspetsiifilisi kasvukdveraid ruutpoliinoomina):

vasikas.model.5 <- lmer (mass ~ l+vanus+I (vanus”2)+I(vanus”3) + (1l|isa) +
(1+vanus+I (vanus”2) | loom), data=vasikas)
summary (vasikas.model.5)
Tulemus:
Linear mixed model fit by RENL
Formula: mass ~ 1 + vanus + Iivanus*z) + I(vanus"3) + (1 | isa) + (1 + wanus + Ii(vanus*z) | loom)
Data: wvasikas
ATC BIC loglLik deviance REMLdewv
9118 9177 -4547 2037 094
FRandom effects=:
Groups Name Variance Srd.Dewv. Corr
loom [Intercept) 1.5866e4+01 3.98333e+400
vanus 8.4125e-03 9.1720e-02 0.869
Iivanus*z)] 1.3091e-08 1.1441e-04 -0.590 -0.91Z
i=a (Intercept) 0.0000=400 0O,0000e400
Residual 4.3863e+02 Z.0944e+01
HNutaher of oks: 983, groups: loow, S5; isa, 8
Fixed effects:
Estimate 3td. Error t wvalue
[Intercept] Z.208e+01 Z.065e+00 10. 68
VANUS 1.247e4+00 2.682e-02 46,48
Ii{vanus"2) -2.219e-03 <7.592e-05 -29.23
I {vanus”3) 1.798e-06 6.437e-08  27.93
Isa mdjude dispersioon on null. St, et mingeid isa-spetsiifilisi kasvukdveraid ei ole antud
andmete alusel vimalik hinnata ja isa mdju vasikate kasvule puudub.
Soovi korral vdib silmad ule lasta viimase mudeli ja ilma isa m@juta mudeli (mudel 2, Ik 11)
parameetrite hinnangutest — erinevusi praktiliselt pole, seega isa mudelisse lisamine midagi
juurde ei anna.
Samuti voib lasta R-I vOrrelda isa mdjuga ja isa mdjuta mudeleid
NB! Isa mjuta mudeli ndol peab vordlemisel kasutama funktsiooniga 1mer hinnatud mudelit
(vasikas.model.2b), sest erinevate funktsioonidega 1me ja 1mer hinnatud mudelid ei ole
omavahel vorreldavad.
> anovalvasikas.model. 5, vasikas.wodel. 2h)
Data: vasikas
Hodel=s:
vasikas.wodel.Zh: mwass ~ 1 + wvanus + I{vanus"Z) + I(vanus"3) + (1 + wvanus + I({wvanus"2) | loom
vasikas.model.5: mass ~ 1 + vanus + I(vanus*Z) + I(vanus*3) + (1 | i=za) + (1 + vanus + I({vanus"2Z) | loom
Df LIC EIC| logLik Chisg Chi Df [Prirzchisog)
vasikas.wodel.Zb 11 (9060.2 2114.0(-4519.1
vasikas.model.5 12 |9061.5 2120.2[-4518.7 0.7396 1 0.3898

Jareldus: keerukamat, juhuslikku isa efekti sisaldavat mudelit ei ole mingit alust lugeda teisest
paremaks (p = 0,390 > 0,05).

Sama jarelduse saab teha ka kordajate AIC ja BIC alusel — vaiksemad vééartused vastavad
mudelile 2.

16

Tanel Kaart http://www.eau.ee/~ktanel/




