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Sissejuhatus maatriksalgebrasse

SISSEJUHATUS MAATRIKSALGEBRASSE

1 DEFINITSIOONID

1.1 Maatriks, vektor, skalaar

Maatriksiks nimetatakse ridadesse ja veergudesse (tabelisse) paigutatud elementide hulka.
Elementideks vdivad olla arvud, matemaatilised avaldised, teised maatriksid. Maatrikseid tahistatakse
tavaliselt trikitdhtedega ja nende elemente vastavate kirjatdhtedega, lisades vajadusel indeksid.

(2 47)

\685)

Maatriksi dimensiooniks (jarguks, suuruseks) nimetatakse tema ridade ja veergude arvu.
Néiteks Ulaltoodud maatriks A on 2x3-maatriks.

Vahel nédidatakse maatriksi jark &ra alumises indeksis - A,.a.

Vektoriks nimetatakse maatriksit, millel on vaid uks rida v6i Uks veerg, ja kGneldakse siis vastavalt
rea- vOi veeruvektorist. Kui pole tapselt maératletud, kas on tegu rea- voi veeruvektoriga, moistetakse
vektori all veeruvektorit. Vektori elementide tahistamisel kasutatakse vaid iht indeksit.
_ (6)
Naiteks x = LSJ .
9

Skalaariks nimetatakse maatriksit, millel on 1 rida ja 1 veerg, s.t. 1x1-maatriksit.
Néiteks A= 1.

(all an als\ ~- _
Néiteks A = \ 891 2 82 voi A=

1.2 Erikujulised maatriksid
Ruutmaatriksiks_nimetatakse maatriksit, mille ridade ja veergude arv on vdrdsed. Vastasel juhul on
tegu ristkilikmaatriksiga. K&ik vektorid on ristkilikmaatriksid.
Diagonaalmaatriksiks nimetatakse ruutmaatriksit, mille kdik valjaspool peadiagonaali paiknevad
elemendid vdrduvad nulliga (d;; = 0, kui i # j).

Naiteks ann:L DRl OJ voi B:LO 34 oJ.
- 009
o o0 .- dnn

Uhikmaatriksiks nimetatakse diagonaalmaatriksit, mille peadiagonaali elemendid vdrduvad iihega.
Uhikmaatriksit tahistatakse:
(10--0)
1.

1
oo
00...1

Ruutmaatriksit, mille kik elemendid allpool (tlalpool) peadiagonaali vorduvad nulliga, nimetatakse
alumiseks (Ulemiseks) kolmnurkmaatriksiks.

(36 4) (5 0)
Naiteks maatriksid E:LO 5 3J jaF= lg7) On vastavalt iilemine ja alumine
002

kolmnurkmaatriks.

Summeetriline maatriks on ruutmaatriks, mille Glalpool peadiagonaali paiknevad elemendid on
vordsed vastavate allpool peadiagonaali paiknevate elementidega, s.t. element a; on vdrdne
elemendiga a;.

oom-b

6
5}
3

O W oo

)
Naiteks maatriks A = L J on stiimmeetriline, sest a;, =ax» =6,a3=ax =8 ja

dyz = dz = 3.
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1.3 Blokkmaatriksid
Blokkmaatriksiks nimetatakse maatriksit, mille elementideks on omakorda maatriksid.

312 (312
Nmm@cz{zsgz{zsgz(gg)kwaz3,b=12,d=(ﬂiaB:(?@'
112) \1f12
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Sissejuhatus maatriksalgebrasse

2 MAATRIKSOPERATSIOONID

2.1 Liitmine ja lahutamine
Kahte maatriksit saab liita ja lahutada vaid siis, kui neil on sama arv ridu ja veerge, s.t. nad on sama
jarku. Maatrikseid liidetakse ja lahutatakse elementide kaupa. Seega, kui maatriks C = A + B ja
E = A-B,siis Cjj = aj + bij ja &jj = aijj - bij.

(40 21) 5 (7 5)
\35 20/ =~ (-6 32)"

(40+7 21+5 ) (47 26)
\35+(-6) —20+32) ~\29 12/

(40-7 21-5) (33 16)
\35-(-6) —20—-32) (41 52"

Naide. A=

Siis C=A+B=

E=A-B=

2.2 Korrutamine
Maatriksi korrutamisel skalaariga korrutatakse sellega I&bi maatriksi iga element.

(40 21) (2x40 2x21 ) (80 42)
(35 —20) \2x35 2x(-20)) “\70 —40)"

Kahte maatriksit saab omavahel korrutada, kui esimese maatriksi veergude arv on v@rdne teise
maatriksi ridade arvuga. Korrutismaatriksi ridade arv on vGrdne esimese maatriksi ridade arvuga ja
veergude arv teise maatriksi veergude arvuga — Cn.m = An«kBixm . Korrutismaatriksi element kohal ij
(reas i veerus j) leitakse kui esimese maatriksi i-nda rea ja teise maatriksi j-nda veeru vastavate
elementide korrutiste summa — cjj = Zrk]:laihbhj .

Naide. k=2, A= . Siis kA =

(14 -1) (2 5)
Naide. A:Lé g (1)J , B:Lg ﬂ

Maatriksi C = AB elemendid leitakse jargmiselt:
Cu=12+44+(-1)6=12 (maatriksi A 1. rida korrutatuna maatriksi B 1. veeruga),

€y =22+54+06=24 (A 2. rida korrutatuna B 1. veeruga),
C31=32+64+1.6=36 (A 3. rida korrutatuna B 1. veeruga),
Cp,=15+43+(-1)1=16 (A 1. rida korrutatuna B 2. veeruga),
Cp=25+53+01=25 (A 2. rida korrutatuna B 2. veeruga),
€3=35+63+11=34 (A 3. rida korrutatuna B 2. veeruga).
12 16
Seega C=|24 25|.
36 34

Seejuures on maatriks C 3x2-maatriks, kus 3 on maatriksi A ridade arv ja 2 on maatriksi
B veergude arv.

Omadused

1. AB =BA.

2. 1A = Al =A, kus | on Gihikmaatriks.
3. ABC = A(BC) = (AB)C.

4. AB+C)=AB + AC.
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2.3 Maatriksite otsekorrutis
Maatriksite G,.m ja Aws otsekorrutiseks (Kroneckeri korrutiseks) nimetatakse maatriksit
AR®B.
Saadud korrutismaatriks on jarku ntxms.

(10 020 5 0 10)
01040 0 5 20

10 2)
(10 5y , [ 110 40 10 5 20 5
Naide. G ={ "5 20)’A‘L(1’}1‘1‘J’A®G‘ 5 010 20 0 40

0 520 0 20 80
520 5 20 80 20

Otsekorrutis leiab rakendust mitmemd@dtmelisel anallilsil, s.t. kui soovitakse korraga hinnata faktorite
mdju enam kui thele tunnusele (néiteks geneetilise korrelatsiooni arvutamisel).

2.4 Transponeerimine, ortogonaalsed ja idempotentsed maatriksid
Maatriksi A transponeeritud maatriks, mida tahistatakse tavaliselt A’ vdi A', saadakse, vahetades
esialgse maatriksi read ja veerud, s.t. kui B = A", siis bji = a; .

(3 2)
Naide. Kui A=L1 1J siis AT :@ 1 g} .
40

Omadused

1. Kui A on simmeetriline, siis A = A".

2. (A+B)" = AT+B",

3. (AB)'=B'A".

Maatriksit nimetatakse idempotentseks, kui tema korrutis iseendaga annab tulemuseks iseenda, s.t.
maatriks A on idempotentne, kui AA = A. Vaid ruutmaatriks saab olla idempotentne.

Ortogonaalne maatriks on ruutmaatriks, mille korrutis oma transponeeritud maatriksiga vdrdub
iihikmaatriksiga — maatriks U on ortogonaalne, kui UU™ =U"U= 1.

2.5 Determinant

Olgu maatriks A 2x2-maatriks. Tema determinandiks nimetatakse suurust | A |= auaz — awazi. Vahel

téhistatakse determinanti ka det(A). Enam kui kahedimensionaalse ruutmaatriksi determinant on leitav
valemist

|AE S ai-D" Ayl
kus Aj; on maatriksi A alammaatriks, mis on saadud esialgsest maatriksist i. rea ja j. veeru drajatmise
tulemusena. Sellist alammaatriksit nimetatakse miinoriks.
Maatriksit nimetatakse singulaarseks, kui tema determinant v8rdub nulliga ja mittesingulaarseks,
kui tema determinant on nullist suurem.
Omadused
1. |[AHAT].
2. Kui maatriksid A ja B on sama jarku ruutmaatriksid, siis | ABH A||B].
3. |eAEa"|A], A onnxn-maatriks ja a suvaline skalaar.
4. |1, E1.
5

. Kui maatriks sisaldab kahte vGi enamat vordset (voi lineaarselt s6ltuvat — vt 1.2.7) rida voi veergu,
siis tema determinant vordub nulliga.
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6. Diagonaalmaatriksi determinant vérdub tema diagonaalielementide korrutisega, s.t. kui

(diy O -+ 0)
D={9 daz - 9J,siis|D|=1”1dn.
0 0 O dm
(111\
Naide. A:Ll 3 ZJ .
121

Vottes i =1, s.t. kasutades arvutamisel maatriksi A esimese rea elemente ja nendele
vastavaid miinoreid, avaldub determinant kujul

al32 12 13
IAFELEDT5 ] 11 12

=1.36-4 -1.0-2 +1-2-3 =-1.

Sama tulemuse saaksime Kka teisi ridasid (s.t. i =2 vGi 3) aluseks vottes, samuti kasutades
rea asemel veergu ja sellele vastavaid miinoreid.

+1 (_1)1+2 + 1 (_1)l+3

2.6 P6drdmaatriks
Maatriksi A poérdmaatriks A on maatriks, millega esialgset maatriksit vasakult vi paremalt korru-

tades on tulemuseks thikmaatriks — AA™ =1 ja A"A=1. Péordmaatriks leidub igal mittenullilise
determinandiga (mittesingulaarsel) ruutmaatriksil.

Uldine valem maatriksi A pédrdmaatriksi A elementide leidmiseks on jargmine

o G N
|Al

kus aj" tdhistab maatriksi A" ij.-t elementi ja AT; on maatriksi A transponeeritud maatriksi A" ij.

miinor.

Kui A on 2x2-maatriks, avaldub tema pé6rdmaatriks kujul

Al= %( A2 —ap)
A11d22 — A12a21 k_aZ:L an) )

(8 4) . (4 -4\ (05 -05)
Naide. A={g 4)- A :48.4E6.4\—6 8)=\075 1)

Poordmaatriks leiab rakendust naiteks lineaarvorranditesisteemide lahendamisel: korrutades
maatriksvorduse

Ax=c
mdlemad pooled vasakult labi kordajate maatriksi A péérdmaatriksiga, saame lahendivektori x kujul
x=ATc,
—X+3y=7
Né&ide. Olgu meil tarvis lahendada lineaarv@rranditesisteem <2y +z =13 .
X+4z=5

» (x) (<13 0)7(7) (7Y (17)
AR AT R 1R
ehk x=17, y=8ja z=-3.
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Omadused

1. (ADHT=A.

2. |A7|H A[™, kui A on mittesingulaarne.

3. (AN =AD",

4. (ABC)'=C'B'A™"; A B, C - mittesingulaarsed.

5. Diagonaalmaatriksi pé6rdmaatriks on samuti diagonaalmaatriks, kusjuures tema diagonaali-
elementideks on esialgse maatriksi diagonaalielementide pooérdelemendid, s.t. kui

d, 0 -0 Yd, 0 - 0
| ¥ % O bispio| O Vi O
0 00d, 0 0 0ud,

2.7 Lineaarne sdltumatus ja maatriksi astak

Maatriksit A nimetatakse lineaarselt sdltumatuks, kui ei leidu thtki vektorit k peale nullvektori 0,
mille korral Ak = 0.

Maatriksi astakuks nimetatakse tema maksimaalset lineaarselt sdltumatute ridade vdi veergude arvu.
Maatriksi A astakut tdhistatakse r(A). Kui ruutmaatriksi astak vordub tema ridade vdi veergude
arvuga, siis deldakse, et maatriks on taisastakuga.

Kui ruutmaatriks ei ole tdisastakuga, siis tema determinant vordub nulliga ja podrdmaatriksit ei
eksisteeri.

Omadused

1. r(A)=r(AT) =r(ATA)=r(AA").

2. Kui A on pxg-maatriks, siis r(A) <min(p, q).

3. Kui A ja B on pxg-maatriksid, siis r(A+B) <r(A)+r(B).

4. Kui A on pxg-maatriks ja B gxr-maatriks, siis r(AB) <min r(A), r(B) .

751
Maatriksi E astak r(E) =2, sest kolmas rida avaldub kahe esimese rea summana ja seega
ei saa lineaarselt sdltumatuid ridu olla rohkem kui kaks. Seegaka |E|=0 ja
pddrdmaatriksit E™ ei leidu.

321
Naide. E={4 3 0.

2.8 Uldistatud poordmaatriks
Maatriksi A Uldistatud podrdmaatriksiks nimetatakse maatriksit A~, mis rahuldab vordust
AAA=A.
Uldistatud po6rdmaatriks ei ole Uiheselt méaratud ja vdib olla leitud mitmel erineval viisil. Lihtsaim
viis maatriksi A uldistatud poordmaatriksi A~ leidmiseks on
e v0tta maatriksist A vdlja maksimaalne lineaarselt séltumatu alammaatriks (miinor) B,
o leida selle podrdmaatriks B,

o asendada maatriksis A miinor B tema pddrdmaatriksiga B™ ning koik lejaanud elemendid
nullidega.

Naide. Eelmises naites toodud maatriksi E maksimaalne lineaarselt sdltumatu miinor on

=(i ;%,) Selle pdéordmaatriks F‘lz(_i _g) ning maatriksi E 0ldistatud poord-

maatriks E~ esitub kujul

tanel.kaart@emu.ee 2010 7
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(3 -20)
E = L—4 3 OJ.
0 0O
2.9 Jélg
Ruutmaatriksi A jéljeks tr(A), nimetatakse tema peadiagonaalil paiknevate elementide summat:
tr(A) = Zrzlall .
Omadused

1. tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).
2. Kui A ja B on nxn-maatriksid ja a ja b on konstandid siis tr(aA +bB) = atr(A) + btr(B).
3. Kui A ja B on nxn-maatriksid ja leidub B, siis tr(A) = tr(BAB™).
4. Kui A on idempotentne, siis tr(A) =r(A).
5. tr(A) =tr(AT).
( 311 0\\
Naide. A= L?l 43 9J , tr(A) =3+43+(-14)=32..
9 23 -14

2.10 Omavaartused ja omavektorid

Skalaari A nimetatakse nxn-maatriksi A omavaartuseks (ladina juureks, karakteristlikuks juureks),
kui leidub selline nx1 mittenulliline vektor x, mis rahuldab vordust

AX= X,
ehk teisiti Gleskirjutatuna
(A=Aly)x=0.
Seega on A maatriksi A omavéartus siis ja ainult siis, kui A— Al, on singulaarne, mis tdhendab et
|A- Al 0.

Seda viimast vOrrandit nimetatakse karakteristlikuks vorrandiks.
Maatriksi A kdigi omavééartuste hulka Zi:i=1...,n nimetatakse maatriksi A spektriks.

Maatriksi A omavaartusele A vastavat mittenullilist vektorit x nimetatakse maatriksi A omavektoriks.
S.t.,, et mittenulliline vektor x on nxn-maatriksi A omavaartusele A vastav omavektor siis ja ainult siis
kui ta on homogeense lineaarv@rrandisisteemi (A — Aln)z =0 lahendiks (z suhtes).

Omadused

Maatriksid A ja AT on samade omavéartustega.

Ruutmaatriksi A omavaartuste summa vordub tema jaljega ning korrutis determinandiga.
Stimmeetrilise maatriksi astak vordub tema mittenulliliste omavéartuste arvuga.

Kui 4 on maatriksi A omavaartus, siis A on maatriksi A* omavaartus.

Olgu B nxn-maatriks, D diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil paiknevad maatriksi B
omavéértused ning L nxn-maatriks, mis koosneb maatriksi B omavéartustele vastavatest
omavektoritest. Kui L on mittesingulaarne, siis on maatriks B avaldatav kujul B=LDL™.

o~ wpneE

Naide. A = @ ‘1‘) .
Maatriksile A vastav karakteristlik vOrrand on

(14) (A 0) (1-2 4 )

\91) o 4 U9 1-4)|70

=0, s.t.
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Kirjutades viimase determinandi lahti saame, et (1— A)? —36 =0, millest maatriksi A
omavéartused tulevad: 1=-5 ja A.=7.

Leitud omavadrtustele vastavate omavektorite leidmine pole enam nii lihtne. Siinkohal
vOiks vaid markida, et kuna

(1a\(2)__(2) i (14)(2)_,(2)
\9 1)\-3 \-3) 18 {9 1)(3) = 3)"

(2) (2)

siis on vektorid 3 ning \3) omavaartustele -5 ning 7 vastavad omavektorid

(rahuldavad vordust Ax = Ax).

2.11 Uldine maatriksfunktsioonide leidmise algoritm
Olgu maatriks A ruutmaatriks. Mingi maatriksfunktsioon f(A) on kdige tldisemalt esitatav kujul

f(A) = f(h)Zu+ F(h2)Zie+...+ T OV ) Zin + ...+ T(A)Zia+ T (A0)Zi2 +... + T Do) Zin,

K nk .

=3 > 1 09()Z; '

i=1j=1
kus 4; on maatriksi A i. omavaartus ja indeks j margib selle kordsust, fY™2(4;) on funktsiooni f (j-1).
tuletise vaartus kohal 4; ning Z;; on lksnes maatriksist A (ja mitte funktsioonist f) sdltuv konstantne
maatriks.
Maatriksi A omavéértused leitakse vorrandist |A—21|=0 ja konstantsete maatriksite Z;; leidmiseks

konstrueeritakse v@imalikult lihtsatest maatriksi A funktsioonidest (a’la iihikteisendus f(A) = I,
samasusteisendus f(A) = A, ruutteisendus f(A) = A? jne) vdrrandisiisteem dlaltoodud kujul. Seejuures
tuleb astmefunktsioonide f(A) = A" korral 0-maatriksist erinev vaid esimene kordseile omavaéartustele

..., Ain Vastavaist maatrikseist Z;; ja seega A" =X, 4" Z;.

Naiteks maatriksfunktsiooni PX°% leidmiseks, kus P:(l %) tuleb esmalt arvutada

0%

maatriksi P omavaartused, lahendades jargmise v@rrandi:
1-12 4

0 %-4
Konstantsete maatriksite Z; ja Z, leidmiseks tuleb konstrueerida vajalik vBrrandisiisteem
ja see lahendada:

f1(P) = fu(A)Z1 + fu(42)Z> - 1=1-2:+1-2, - YZ,=1-P

fz(P) = fz(ﬂl)zl + fz(ﬂz)Zz P=1.Z:+ % -Z> Zi=1-2>

Z 2(8 _11), Z1 :((]5 éj
Edasi saabki arvutada P

11 0-1)_(11- %
P1°°°=/111°°°zl+/1%°°°zz:1-(0 0)+ 21%00 '(0 1 ):( %% j

Samad konstantsed maatriksid Z; ja Z, on kasutatavad mistahes maatriksfunktsiooni
leidmiseks, sest algoritmi kohaselt tuleb vastavat funktsiooni rakendada vaid
omavaartustele.

Naiteks funktsioon P(P? + P + 1) avaldub kujul

2(p2 M+ A+l M++ls, o (11 (0-1)_(3 -4
PP +P+1)= 7 Zi+ 2 Z;=3 (00 +7 01/)5\lo 7/

P-Al|= =0 => @-NHB-)=0 => h=1LAk=Y%.

=>
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2.12 Ruutvormid, positiivne ja negatiivhe maaratus

Olgu a nx1-vektor ja A nxn-maatriks. Avaldist a'x nimetatakse lineaarvormiks ja avaldist x"Ax
ruutvormiks vektori x suhtes.

Seejuures vBime alati eeldada, et maatriks A on siimmeetriline, sest kui ta seda pole, v8ime asendada
A siimmeetrilise maatriksiga (A + A")/2 ning saada esialgsega vardse ruutvormi:

XTAx =x" (AEATJ X

Olgu niiiid maatriks A simmeetriline. Oeldakse, et maatriks A on
e positiivselt madratud (negatiivselt maaratud), kui x'’Ax>0 (x'Ax<0)iga x=0 Korral;
e positiivselt poolméaératud (negatiivselt poolmaaratud), kui x"Ax>0 (x"Ax<0) iga x korral.

Omadused

1. Kui A on positiivselt méératud, siis on seda ka A™.

2. Maatriks A on positiivselt madratud, kui kdik tema omavéaartused on positiivsed ( 4 > 0).
3. B'B ja BB' on positiivselt poolméaaratud, B — mxn-maatriks.

2.13 Maatrikstuletis

Maatrikseid sisaldavate matemaatiliste avaldiste diferentseerimine jargib sarnaseid skalaare sisaldava-
te avaldiste diferentseerimise reegleid.

Olgu c=3%+5x:+9xs. Tahistades b'= 359 ja X = x X2 x3s , vOib kirjutada

c=b'x.
(3)
Et € =3, L -5 X-9 sis L=|5/=p.
124 OX2 OX3 oX o}

Uldine reegel on: CAX — AT
oX

Olgu niitid ¢ =9x" + 6xX2 +4X5 = X1 X2 ( 2} ( j :XTAX.
Et % =2(9) +6x2 ja 5_ 6x1 + 2(4x%2) , siis @: @ ?J (Xl) 2AX .

Uldiselt, kui maatriks A on simmeetriline, siis % = 2AX, vastasel juhul (A ei ole simmeetriline)

OXAX _ A1 ATx.
oX

10
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3 MAATRIKSOPERATSIOONID MS EXCEL’IS

MS Excel’is on olemas standardsed maaatrikstehted nagu maatrikiste liitmine ja lahutamine, skalaariga
korrutamine, maatriksite korrutamine (funktsioon MMULT), transponeerimine (TRANSPOSE),
poérdmaatriksi leidmine (MINVERSE) ja determinandi arvutamine (MDETERM).

Enne tehete teostamist tuleb vajalikud maatriksid sisestada Excel’i t66lehele.

| ~ [ 8 [ ¢ | o [ E | F [ & [ H [ 1+ [ 4 |
1
2| A 3 3 B 1 3 i 10
3 5 B 0 5
4 2 B 2 1

3.1 Maatriksite liitmine, lahutamine ja skalaariga korrutamine
Maatriksite liitmiseks, lahutamiseks ja skalaariga korrutamiseks on Excel’is vihemalt 3 vGimalust.

1) Esiteks voib tehted A "B [ ¢ | © | E [ E | &6 |
teostada elementide kau- 1
pa, summeerides, lahuta- |2 | A [ 3 3 B [ 1 T 3
des vdi korrutades maat- | 3 | 5 E T 0 g
riksite esimesed lahtrid | 4 | 2 b -2 1
ning kopeerides sisesta- | 2 | \
tud  valemi teistesse |2 — I
lahtritesse. % A+B | ZB2T2 S
Téahele tuleb panna vaid, g | r »
et skalaariga korrutamisel
peab skalaari sisaldava lahtri E [ F | & | H | 1 [ 9 ]
aadress olema fikseeritud. 1
2| B i 3 k[0 ]
3 0 5
4 ] -2 1
5 |
S —
7| kB |=Fz35Y
e {
A | B | € |
2) Teiseks voib kirjeldatud liitmis-, lahutamis- ja korrutamistehet | 1 |
rakendada tervele maatriksile korraga, saades ka tulemuseks | 2| A 3 3
korraga terve maatriksi (nd massiivi). Selline lahenemine osutub | 3 6 B
eelkdige vajalikuks pikemate maatrikstehete korraga lihe valemina % 2 B
teostamisel (vt 1.3.3). 5 B 7 3
» Kdigepealt tuleb Excel’i todlehel selekteerida tulemus- | 7 | 0 5
maatriksi suuruse jagu lahtreid, | B | -2 1
3 —

= seejérel sisestada esimesse lahtrisse soovitud tehe, ja seda .
mitte tehtena Uksiklahtrite vaid tervete maatriksite vahel, | A B c |
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= viimase etapina tuleb sisestatud tehet rakendada koigile selek- ;— B 1 3
teeritud lahtritele vajutades esmalt alla klahvid [Ctrl] ja =N 0 c
[Shift] ning seejarel, nimetatud klahve all hoides, [Enter]. e 2 1
5 |
6|
7
- 8| kB |=BEB2C4
kB 1DD EBDD % [Ctrl] + [Shift] + [Enter] |5 |
20 10 0]

tanel.kaart@emu.ee 2010 11



Sissejuhatus maatriksalgebrasse

3) Alternatiivina Kirjeldatud valemitele v6ib maatriksite liitmisel, lahutamisel ja skalaariga korruta-
misel kasutada kasku <Kleebi teisiti / Paste special>. Sellel juhul tuleb

= tehte tulemuse oodatavasse
asukohta kopeerida Uks liideta-
vatest (liitmisel), vahendatav
(lahutamisel)  v6i  skalaariga
korrutatav maatriks,

A

Copy -
A+B

= seejarel teha koopia <Kopeeri / Copy>

teisest liidetavast, vahendajast voi
skalaarist,

valiku Add, Subtract v6i Multiply.

A+B 3 3
4] ]
2 G

3 3 A 3 3
5 5 B G
2 5 2 5
> Paste l Copy -> Paste
3 3 voi | KA 3 3
f f E E
2 5 2 5
B 1 -3
/V ] ) VGi K E!
Copy -2 1 Copy .~~~

Paste Special

Raste
[OF.1] () validation
) Formulas () all except borders
) Yalues (3 Column widths
() Formats () Formulas and number Formats
) Comments (") walues and number formats
petation
() Mone () mulkiply
\ () Divide
Subtrack
[] skip blanks [] Transpose
L ol ] [ Cancel
A+B 4 0
B 11
] 7

vGtta kleepimise asukohana blokki kogu tehte tulemuse asukohta kopeeritud maatriks ning
rakendada kéasku <Kleebi teisiti / Paste special> markides alajaotuses <Operation> &ra vastavalt

A 3 3
B B
2 B
Paste Special E]
Paste
® al () validation

() values
O Farmats
C} Comments

) all except borders

() Column widths

() Formulas and number Formats
) Walues and number Formats

Operation
O MNaone
O Add
() Subkract
[] skip blanks [] Transpose
L (als ] [ Cancel
kA 30 30
5] 5]
20 =N
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3.2 Maatriksite transponeerimine
Maatriksite transponeerimiseks saab kasutada kas

= funktsiooni TRANSPOSE vdi
= k&su <Kleebi teisiti / Paste special> lisavalikut Transpose.

vOi A 3 3
A | B | ¢ | D | 5 £ [+ Copy
1
2 A 3 E 2 2
3 B G
T
4 2 B A :—I
5 )
5| A" [=TRanzPosEEZCY) Paste Special ¥
-i' Paste
§ =) all () walidation
Selekteeri tiihjad lahtrid vastavalt AT dimensioonile ) Eormulas () Al except borders
(NB! Kui A on 3x2, siis AT on 2x3) ) values ) Column widths
() Formats () Formulas and number Formats
[CtrI] + [Shift] + [Enter] () Comments () Walues and number Formats
T Operation
A 3 E 4 (%) Mone (1 Multiply
3 5 5 ) Add () Divide
() Subkract
[] skip blanks
¥/L (a4 l [ Cancel

3.3 Maatriksite korrutamine ja po6rdmaatriksi leidmine

Maatriksite korrutamine ja péérdmaatriksi leidmine on Excel’is teostavad vastavalt massiivi-
funktsioonide MMULT ja MINVERSE abil.

Mdlema korral tuleb
= esmalt votta blokki tulemusmaatriksi suurune tiihi tabel Excel’i ruudustikus,
= seejarel sisestada vastav valem (vi valida funktsioon Excel’i funktsioonide hulgast [f,]) ning

= rakendamaks funktsiooni kdigile selekteeritud lahtritele vajutada esmalt alla klahvid [Ctrl] ja
[Shift] ning seejérel, nimetatud klahve all hoides, [Enter] (v8i OK).

A | B | €& | D |
1 A& | B [ € |
2] A 3 3 B
ER B B 9| AA 49 57
4 4 E 10| 2x3*32 57 B1
5 11|
B| AT 3 B 2 12| aTAy! :MINVERSE(BB:MDH
7 3 ] ] 13| e [
3 =
9| ATA  |=MMULT(EE:D7;B2:C4) [Ctrl] + [Shift] + [Enter]l
10| 2%3*3=2 |
= (aTay' | 01125 -007917
[Ctrl]+[Shift]+[Enter]l 203 -007917  0,058056
ATA 43 £7
253+ 332 57 a1

NB! Enne maatriksite korrutamist v8i podrdmaatriksi leidmist tasub veenduda tehte teostatavuses, st
selles, et korrutatavate maatriksite dimensioonid ikka klapivad voi et pdtratav maatriks ikka ruut-
maatriks on.
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3.4 Tehetejarjekorrad
Kombineerides omavahel erinevaid Excel’i maatriksfunktsioone ja -tehteid, on Uhe ainsa valemiga
teostavad ka keerukamad, mitmeid maatrikstehteid sisaldavad, arvutused.
Enne tehetejarjekorra sisestamist on oluline tulemusmaatriksi dimensiooni korrektne leidmine ning
vastava hulga lahtrite selekteerimine. Samuti tuleb thele panna teostatavate tehete jarjekorda, st et tihe
maatriksfunktsiooni argumendiks v@ib olla teise maatriksfunktsiooni abil arvutatud maatriks.

26 20 5

tulemusmaatriksi H dimensioon 2x2. Po6rdmaatriksi leidmise funktsiooni MINVERSE tuleb rakenda-
da maatrikskorrutisele (funktsiooni MMULT tulemusele), viimase argumentidest esimene on oma-
korda transponeerimise (funktsiooni TRANSPOSE) tulemus. Vastava tehte Excel’s teostamiseks tuleb

= sisestada todlehele vajalikud maatriksid,
= selekteerida tulemusmaatriksi H tarvis 2x2 lahtrit,

= sisestada selekteeritud lahtriblokki vajalik tehetejérjekord kasutades Excel’i maatriksfunktsioone ja
tehtemarke (esmalt viimasena teostatav tehe, selle argumentidena teised tehted, nende
argumentidena vajadusel veel teised tehted jne — vt alljargnevat joonist) ning

= [Ctrl] + [Shift] + [Enter].

33
Naiteks maatrikstehte H = (ATA)™+kC, kus Az{G 6}, c= 10 -10 ja k=05, korral on

A [ B | ¢ | b [ E [ F [ &6 [ H [ 1
A 3 3 C 10 0 2
B B 20 L5 I 05 1

e

(ATA) " +& C[EMINVERSE(MMULT TRANSP OSE(B2: C4) B2: C47)+3°F2: G3

Sl -

(ATAr+ic| 51128 507917
9920833 2 566056
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4 ENESEKONTROLL

4.1 Test
1. Mitu nullist erinevat elementi on 3x3 thikmaatriksis?
Vastuse variandid: a) 0; b) 1; c) 3; d) 9.

)

2. Milline on korrutismaatriksi kA dimensioon, kuik =2 ja A=

77N\
w
[op)

~—

21
Vastuse variandid: a) 1x1; b) 2x2; c) 4x2; d) 2x4.

- : Do oTA A : A _[36):. 5 (1 0 32),
3. Milline on korrutismaatriksi B'A dimensioon, kui A_(z 1j ja B_(O 111 )
Vastuse variandid: a) 1x1; b) 2x2; c) 4x2; d) 2x4.

4. Milline on otsekorrutise A® B dimensioon, kui A:@ ?j ja B:(l - 3 2 )?

Vastuse variandid: a) 2x4; b) 4x4; c¢) 4x8; d) 4x16.
5. Millega vérdub (A")™?
Vastuse variandid: a) A; b) A"; ¢) A d) 1.
6. Millega vordub | las | (determinant 3. jarku dhikmaatriksist)?
Vastuse variandid: a) 0; b) 1; c) 3; d) 9.
7. Millega vordub 17, I on iihikmaatriks?
Vastuse variandid: a) I; b) I'; ¢) 0.
8. Millega vordub IA™, I on iihikmaatriks?
Vastuse variandid: a) I; b) A; ¢) A™.
9. Millega vérdub (AB)™
Vastuse variandid: a) (BA)"; b) A'B"; ¢) B'A".
10.Millega vordub (AB)™?
Vastuse variandid: a) (BA)?; b) A'B™; ¢) B*A™.
11.Millise maatrikstehtega on avaldatav tundmatute parameetrite vektor x maatriksvordusest Ax = c?
Vastuse variandid: a) x = A''c; b) x=cA™; ¢)x=cA".
12.Millega vordub tr(l,.)?
Vastuse variandid: a) 0; b) 1; c) 10; d) n.

4.2 Ulesanded

(6 -8 10 20)
(8 22218/

(10 32
“lo0-1-11

(3 8 4) (1 -1 3)
2. Naidake, et L8 7 —1J+L—1 2 4J on siimmeetriline.
4 -1 2 3 46

3. Naidake, et suvalise pxqg-maatriksi H korral korrutismaatriksid HH" ja H™H on siimmeetrilised.
(111)

4. Kontrollige, kas A>= A, kui A=1[111].
3111

_(36) ng _ (6 8) ~ .
1. A_\Z 1),8 .Naldake,et(A+A)B—k8 2jB =AB+AB.
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10.

SR L i

15 -5 |-32-6
Naidake, et 3 2 -5/=|-3 5 —7/=-5.
6 -2 -5 |-23 -4

Naidake, et 2x2-maatriksi A:(Zz ZZ} korral AA=1.

1100
Kas leidub pdérdmaatriks (X™X)?, kui Xz(l 01 0] ?
1001

Jargnevas tabelis on toodud 5 pulli titarde 1. laktatsiooni keskmiste nditajate erinevused
populatsiooni keskmisest.

Piim, kg Valimiku Seemen- Surnult

tldhinne duste arv  slindide arv
Pulll +2117 +1,5 +1,7 +0,21
Pull2 -985 +0,0 +0,7 -0,13
Pull3 +1421 +0,4 +0,2 +0,04
Pull4 -97 -1,2 -2,1 +0,05
Pull5 +1875 +0,2 -0,6 -0,07

Pulli jarglaste paremus v6i halvemus vorreldes populatsiooni keskmisega valjendab pulli poolt
jarglastele parandatavate geenide mdju.

See, kui palju Ghe Uhikuline erinevus mingi tunnuse osas rahaliselt véart on, et kirjas jargnevas
tabelis.

Piim, 1 kg  Vélimiku hinne  Seemendus Surnult sind
3.-EEK 150.- EEK -250.- EEK -1500.- EEK

Millise maatrikstehtega saab kahe toodud tabeli (maatriksi) alusel leida korraga iga pulli poolt
jarglastele parandatavate geenide (so sisuliselt spermadoosi) rahalist vaartust?

Leidke vastav vaartus iga pulli tarvis ja jarjestage pullid.

Leidke Uldist maatriksfunktsioonide algoritmi kasutades, millega vérdub M(M?+ M™M), kus

maatriks M on kujul M :@ _2 J

Teostage eelmises tlesandes toodud tehe Uhe tehetejéarjekorrana MS Excel'is.

4.3 Testi vastused

c)3 7. a)l

b) 2x2 8. ¢)A!

C) 4x2 9. ¢)B'A”
c) 4x8 10. ¢) B*A™
a) A 11.a) x=A'c
b) 1 12.d)n
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4.4 Ulesannete lahendused

1. Standardsed maatrikstehted. Vastus on antud tlesande tekstis.

2. Tegelikult on see, et tulemusmaatriks on summeetriline, ndha juba liidetavatest: mdlemad
liidetavad on simmeetrilised maatriksid ...

3. Kui maatriks H on pxg-maatriks, siis tema transponeeritud maatriks H' on gxp-maatriks,
kusjuures h; = hji, kus h;; on maatriksi H i. reas ja j. veerus paiknev element ning hji on maatriksi
H' j. reas ja i. veerus paiknev element.

Korrutismaatriksi X = HH' i. reas ja j. veerus paiknev element x;; avaldub kujul
Xij = Z hic hg = Z hic hjk

ning j. reas ja i. veerus paiknev element x;; kUJu|
Xji = i hychls = i e -

Seega Xij = Z hichj = Xji, iga i ja j korral. Et viimane tulemus on siimmeetrilise maatriksi tunnus,

peabki korrutlsmaatrlks X = HH" olema siimmeetriline.
Analoogselt on néidatav ka korrutismaatriksi Y = H™H siimmeetrilisus.

4. Tavaline maatriksite korrutamine, tingimus tulemuse digsuse kontrollimiseks on kirjas tlesande
tekstis (A% = A).

15 -5
5 13 2 -5
6 -2 -5
=1-(-D"[2- (-5 = (-5) (-2]+5-(-9"*[3: (-5) — (-5) - 6] -5-(-)"*-[3-(-2) —2-6]
=1-(-20)-5-15-5-(-18) =-20-75+90 = -5;
-32 -6
-35 -7
-2 3 -4
3D B (-4 - (-7)-A+2- (" [ (D - (-7 (-] -6 (-)"*-[(-3) - 3-5-(-2]
3:1-2-(-2)-6-1=-3+4-6=-5.
( an alz\ -1 1 ( da —alz\
6. 2x2-maatriksi A= korral A7 = ——— :
. Ka a ) Q1822 — Qo821 \ T2 &
Seega
AA L= dur a2 y 1 d —ad2
Q21 822) apa —apaxn \ "8 au
0
- 1 «| 11822 — 12821 —u1de2 + w281 :(1 szl.
Q118 — &8y | Q21822 — 82081 —82182 + 822811 01

0

7. Ei leidu, sest maatriksi X veerud on lineaarselt sdltuvad (esimene veerg avaldub teise, kolmanda ja
neljanda veeru summana).
Muidugi vaib teostada ka maatrikstehte X"X ja leida tulemuseks saadud maatriksi determinandi.
Viimase 0-ga vordumisest jareldubki poordmaatriksi mitteleidumine.

8. Moodustame tabelis toodud pullide tiitarde keskmiste néitajate ja populatsiooni keskmiste nditajate
vahelistest erinevustest maatriksi P (igale pullile vastab maatriksis Uks rida ja igale nditajale ks
veerg) ning nditajate rahalistest véaartustest veeruvektori x:

tanel.kaart@emu.ee 2010 17



Sissejuhatus maatriksalgebrasse

10.

2117 15 17 021

-985 0,0 07 -013 15(3;
P=11421 04 02 004 x=| 55
-97 -12 -21 0,05 ~1500

1875 0,2 -0,6 —0,07

Pullide poolt jarglastele pdarandatavate geenide rahalised vaartused on siis esitatavad
maatrikskorrutise Px tulemuseks oleva vektori kujul:

2117 15 17 021 3 5836
985 00 07 -013 | .o | |-2935
s=Px=|1421 04 02 004| 2o |=| 4213
-97 12 -21 005 || o 21
1875 0,2 -0,6 -0,07 5910

Seega on pullide jarjestus jargmine: Pull5, Pulll, Pull3, Pull4, Pull2. Seejuures parandavad pullid
5, 1 ja 3 jarglastele geneetilise potentsiaali tuua omanikele populatsiooni keskisega vorreldes enam
kasu ning pullid 2 ja 4 parandavad jarglastele geneetilise potentsiaali tuua omanikele populatsiooni
keskisega vOrreldes vahem kasu.

2 0

Leiame esmalt maatriksi M = (1 1

J omavaadrtused, lahendades jargmise vorrandi:

M—M:zlﬁ 0

-1-1
Konstantsete maatriksite Z; ja Z, leidmiseks tuleb konstrueerida vajalik vorrandisiisteem ja see
lahendada:

fi(P) = fu(A)Z1 + f(12)Z> - 1=1-Z,+1-Z; - Zi=1-2,
fo(P) = fao(A)Zy+ fo(A2)Z2 M=2.-2,-1-Z, 3Z,=21-M

(0 0\, (10
o532
Edasi saabki arvutada M(M? + M™M):

10
MM2+MM)y=4 L1472 L4 7 :5-[1 0)—2-( 0 0):(22 j
( A A N N P -5 1)\ -2
Paiknegu maatriks M Excel'i tédlehel lahtrites B2:C3. Tehte M(M? + M™M) tulemusmaatriks on
siis leitav tehetejarjekorraga

=MMULT(B2:C3;(MMULT(MINVERSE(B2:C3);MINVERSE(B2:C3))
+MMULT(MINVERSE(B2:C3);B2:C3)))

Je  {=MMULT(BZ:C3;(MMULT(MINVERSE({B2:C3);MINVERSE(B2:C3))+MMULT|{MINVERSE(B2:C3);B2:C3)))}

=0 => —Q-AU+A)=0 => 1?-1-2=0 => 4=2 J=-1.

LRSI S ]

A B C D E F G H | 1

M 2 0 MM+ M) 2,5 0
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